
第 ４２ 第 ７ 期 大 　 学 　 物 　 理 Ｖｏｌ．４２ Ｎｏ．７
２０２３ 年 ７ 月 ＣＯＬＬＥＧＥ　 ＰＨＹＳＩＣＳ Ｊｕｌ．２０２３

　 收稿日期：２０２２－０９－０８；修回日期：２０２２－１２－３０

　 基金项目：复旦大学校级教学改革项目（ＦＤ２０２１Ａ１１２）资助

　 作者简介：冯睿骐（２００２—），男，福建福州人，复旦大学物理学系 ２０２０ 级本科生 ．

　 通信作者：白翠琴，Ｅｍａｉｌ：ｃｑｂａｉ＠ ｆｕｄａｎ．ｅｄｕ．ｃｎ

櫍櫍櫍櫍櫍櫍櫍

櫍櫍櫍櫍櫍櫍櫍
殻

殻殻

殻

大学生园地　

用 ＣＯＭＳＯＬ模拟网球拍效应

冯睿骐，白翠琴
（复旦大学 物理学系，上海 　 ２００４３３）

摘要：网球拍效应（ＴＲＥ）指刚体绕第二惯量主轴旋转时的不稳定现象，它作为生活中常见的现象，在物理教学中常被提

及，但有关的定量实验较为缺乏 ． 本文中，我们在约化相空间中给出了 ＴＲＥ 的直观解释，并利用 ＣＯＭＳＯＬ 软件对该现象进行

了研究，研究了不同初始条件参数和刚体设置对翻转周期的影响 ． 我们发现“翻转耗时”对初始扰动不敏感，用它代替整个翻

转周期可以减少测量和仿真模拟中误差的影响，从而在 ＣＯＭＳＯＬ 仿真中实现了 ０．１４％的测量误差 ． 此外我们利用手机进行实

验，观察到了 ＴＲＥ 且定量结果与理论预期一致 ． 本工作有助于学生形成关于 ＴＲＥ 的物理图像，有助于 ＴＲＥ 的物理教学定量实

验设计 ．
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【ＤＯＩ】１０．１６８５４ ／ ｊ．ｃｎｋｉ．１０００ ０７１２．２２０４５２

　 　 网球拍效应（又名 Ｄｚｈａｎｉｂｅｋｏｖ 效应，后文简记
作 ＴＲＥ），由 １９８５ 年报告了这个现象的宇航员
Ｖａｌｄｉｍｉｒ Ｄｚｈａｎｉｂｅｋｏｖ 命名［１］． 它指刚体绕第二惯量
主轴的不稳定旋转现象，在航天器控制等工程领域

有重要应用
［２］． 根据经典力学较成熟的理论，关于

此现象的原理已有较多研究
［２６］． 如 Ｍａｒｄｅｓｉｃ 等人

研究了 ＴＲＥ 的几何起源［２，３］
，而 ＴＲＥ 中刚体的翻转

周期也已经被给出
［４６］． 作为一个生活中常见但反

直觉的物理现象，ＴＲＥ 在科普和物理教学中有重要
意义，但在物理实验教学中对它的定量涉及较少，也

缺乏直观的图像解释 ．
我们利用 ＣＯＭＳＯＬ 仿真软件验证和研究了一

个扳手形状刚体的网球拍效应 ． 我们用约化相空间
给出了较简明的几何解释，并研究了 ＴＲＥ 发生的条
件和各个参数对翻转周期的影响 ． 最后，我们通过
对椭圆积分的分析提出，用部分翻转过程耗时代替

翻转周期可以增加测量的稳定性，从而避免在仿真

模拟中精度不足和实际实验中的扰动导致测量值的

剧烈偏差 ． 此方法得到的翻转耗时倒数对初始角速
度斜率的理论斜率和模拟值误差约 ０．１４％ ，这个稳
定的测量方法可以用于物理教学实验中 ．

１　 网球拍效应原理分析

１．１　 刚体旋转的稳定性和几何解释
根据 Ｅｕｌｅｒ 动力学方程，在坐标轴与惯量主轴

固连（Ｉｘｙ ＝ Ｉｙｚ ＝ Ｉｚｘ ＝ ０）的直角坐标系中，刚体的自由

转动可以用以下方程组描述
［６］
：

Ω
·
ｘ ＝
Ｉｙｙ－Ｉｚｚ
Ｉｘｘ
Ω ｙΩ ｚ，

Ω
·
ｙ ＝
Ｉｚｚ－Ｉｘｘ
Ｉｙｙ
Ω ｚΩ ｘ，

Ω
·
ｚ ＝
Ｉｘｘ－Ｉｙｙ
Ｉｚｚ
Ω ｘΩ ｙ （１）

其中，Ω ｉ表示角速度在 ｉ 方向的分量，Ｉｉｉ是绕惯量主
轴 ｉ 的转动惯量 ． 如果刚体初始角速度几乎只有某
一惯量主轴方向分量（不失一般性地假设Ω ｚ ＞＞Ω ｘ ～

Ω ｙ），在初始状态附近，上式近似为

Ω
·
ｘ ＝
Ｉｙｙ－Ｉｚｚ
Ｉｘｘ
Ω ｙΩ０ｚ，

Ω
·
ｙ ＝
Ｉｚｚ－Ｉｘｘ
Ｉｙｙ
Ω０ｚΩ ｘ，

Ω
·
ｚ ＝Ｏ（Ω

２
ｚ） （２）
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式（２）中的Ω０ｉ是角速度初始值的 ｉ 方向分量 ． 当 Ｉｙｙ ＞
Ｉｚｚ＞Ｉｘｘ或Ｉｘｘ＞Ｉｚｚ＞Ｉｙｙ，即Ｉｚｚ取中间值时，随着时间演化，
角速度会以双曲函数的方式发散，此时绕第二惯量

主轴（ｚ 轴）的旋转是不稳定的；而当 Ｉｚｚ不取中间值
时，旋转是稳定的 ．

接下来给出关于上述旋转稳定性的几何解

释
［２４］
：假设系统无耗散，能量守恒和角动量大小守

恒被表示为：

｜ Ｌ ｜ ２ ＝ Ｌ２ｘ ＋Ｌ
２
ｙ ＋Ｌ

２
ｚ，　　

Ｅ ｋ ＝
Ｌ２ｘ
２ Ｉｘｘ
＋
Ｌ２ｙ
２ Ｉｙｙ
＋
Ｌ２ｚ
２ Ｉｚｚ

（３）

其中Ｌｉ是角动量的 ｉ 轴分量，Ｌ 是总角动量，Ｅ ｋ是总
动能 ． 将式（３）表示在由角动量分量Ｌｘ，Ｌｙ，Ｌｚ张成的
约化相空间中，则角动量守恒是一个球面，能量守恒

是一个椭球面，如图 １ 所示 ． 在给定初始条件的某
次运动中，相点被限制在图 １ 中的球和椭球面的交
线上，于是相点的运动被确定了，而且由对称性可看

出运动的周期性 ．
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图 １　 约化相空间中的 ２ 种 ＴＲＥ 模式

当椭球面第二长轴（ｚ 轴）接近球半径时，初始
角动量几乎只有 ｚ 分量Ｌ０ｚ，但随时间推移会沿着相
点轨迹向Ｌｚ ＝ －Ｌ０ｚ的对称点运动并在此后周期性震

荡，这个现象对应着 ＴＲＥ． 如图 １ 所示，由于初始条
件（ｘ，ｙ 方向扰动）的不同，椭球第二长轴大于或小
于球半径，相点轨迹有 ２ 种模式，它们的区别类似单
摆相空间中临界附近的“振动”和“旋转”的区别 ． 此
外，椭球最短轴恰比球半径稍小或最长轴比球半径

稍大时，对应着刚体的稳定旋转，这与式（２）给出的
结果相同 ．
１．２　 Ｅｕｌｅｒ 动力学方程的理论解和翻转周期

消去式（１）中的Ω ｘ和Ω ｙ可得关于Ω ｚ的微分方

程
［６］
，将其积分可得“翻转”周期 ． 即Ω ｚ从最大值变

为最小值的用时可用 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆积分表示

Ｔ ＝ ∫
Ｉ ｚｚω ０

０

４ｄｘ

（Ｉｚｚ－Ｉｘｘ）（Ｉｙｙ－Ｉｚｚ）

Ｉｘｘ Ｉｙｙ Ｉ
２
ｚｚ

（｜ ａ ｜ －ｘ２）（｜ ｂ ｜ －ｘ２

槡
）

（４）

其中

　 　 ａ ＝
Ｉｚｚ
Ｉｙｙ－Ｉｚｚ

（η２ｘ Ｉｘｘ＋η
２
ｙ Ｉｙｙ＋Ω

２
０ｚ Ｉ ｚｚ）·

Ｉｙｙ－
η２ｘ Ｉ

２
ｘｘ＋η

２
ｙ Ｉ
２
ｙｙ＋Ω

２
０ｚ Ｉ
２
ｚｚ

η２ｘ Ｉｘｘ＋η
２
ｙ Ｉｙｙ＋Ω

２
０ｚ Ｉ ｚｚo p ，

　 　 ｂ ＝
Ｉｚｚ
Ｉｚｚ－Ｉｘｘ

η２ｘ Ｉｘｘη
２
ｙ Ｉｙｙ＋

Ω２０ｚ Ｉ ｚｚ －Ｉｘｘ＋
η２ｘ Ｉ

２
ｘｘ＋η

２
ｙ Ｉ
２
ｙｙ＋Ω

２
０ｚ Ｉ
２
ｚｚ

η２ｘ Ｉｘｘ＋η
２
ｙ Ｉｙｙ＋Ω

２
０ｚ Ｉ ｚｚo p

η ｘ，η ｙ，Ω ｚ分别是 ｘ，ｙ，ｚ 方向的初始角速度 ．
特别地，当 ａ ＝ ｂ，式（４）中的周期发散，此时有

Ｉｚｚ ＝
Ｉ２ｘｘ＋Ｉ

２
ｙｙ（η ｙη ｘ）

２

Ｉｘｘ＋Ｉｙｙ（η ｙη ｘ）
２ （５）

当初始扰动满足上式时，前述相空间中的椭球第二

长轴等于球半径，是“旋转”模式和“振动”模式的临

界点 ．

２　 模拟设置

２．１　 刚体设置
研究的刚体是由 ２ 个均匀圆柱体组成的 Ｔ 型扳

手，如图 ２ 所示 ． 圆柱的半径均为 １ ｃｍ，高分别为
７ ｃｍ与 １０ ｃｍ． 此刚体的惯量主轴与图示坐标轴重
合，转动惯量Ｉｘｘ ＝ ０．００４ ９９ ｋｇｍ

２
，Ｉｙｙ ＝ ０．００２ ６８ ｋｇｍ

２
，

Ｉｚｚ ＝ ０．００２ ５５ ｋｇｍ
２
，ｚ 轴是第二惯量主轴 ． 扳手顶端

点如图所示，在 ３．１ 节中，顶端点的 ｚ 坐标将被用于
指示刚体翻转 ．
２．２　 初始参数设置

为了研究 ＴＲＥ，假设刚体初始角速度的 ３ 个分
量满足Ω０ｚ ＝ ２０πｒａｄ· ｓ

－１ ＞＞η ｘ ＝ η ｙ ＝ ０．１ ｒａｄ· ｓ
－１
，模
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图 ２　 Ｔ 型扳手模型示意图

拟的时间步长为 １×１０－３ ｓ，根据初始条件不同，每个
模拟的总时间在 ５ ｓ 到 １５ ｓ 之间 ．

３　 结果和分析

３．１　 ＴＲＥ 的发生条件
通过改变长圆柱的高Ｌ１改变转动惯量，可以验

证只有Ｉｚｚ是中间值时才能发生 ＴＲＥ． 由理论计算可
得，Ｌ１≈７．１４０ １ ｃｍ 是 Ｉｚｚ ＝ Ｉｘｘ的临界值 ． 取Ｌ１分别为
７．０００ ０ ｃｍ，７．１４０ １ ｃｍ 和 ７．３００ ０ ｃｍ 进行模拟，如
图 ３ 和图 ４ 所示，可以发现 Ｌ１ ＝ ７． ３００ ０ ｃｍ，即
Ｉｘｘ＞Ｉｙｙ＞Ｉｚｚ时，扳手顶端 ｚ 坐标和角速度 ｚ 分量稳定，
ＴＲＥ 没有发生；Ｌ１ ＝ ７．０００ ０ ｃｍ，即Ｉｘｘ ＞Ｉｚｚ ＞Ｉｙｙ时，扳手
顶端 ｚ 坐标绕质心、角速度 ｚ 分量绕 ０ 作周期性翻
转，ＴＲＥ 发生；Ｌ１ ＝ ７．１４０ １ ｃｍ，即接近Ｉｘｘ＞Ｉｚｚ ＝ Ｉｙｙ的临
界情况时，翻转周期无限长 ．
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图 ３　 不同转动惯量下顶端 ｚ 坐标随时间变化

３．２　 不同初始角速度 ｚ 分量时的翻转周期
我们对不同初始角速度下的翻转进行仿真模

拟，其翻转频率如图 ５ 所示，翻转频率与初始角速度
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图 ４　 不同转动惯量下角速度 ｚ 分量随时间变化

ｚ 分量显示出比较好的线性关系 ．
为了从理论上分析其原因，将式（４）中周期 Ｔ

的椭圆积分对 ａｂ 展开，得翻转周期的一阶近似
Ｔ′＝

－２ｌｏｇ
（Ｉｙｙ－Ｉｘｘ）（η

２
ｙ Ｉｙｙ（Ｉｙｙ－Ｉｚｚ）＋η

２
ｘ Ｉｘｘ（Ｉｘｘ－Ｉｚｚ））

１６（Ｉｙｙ－Ｉｚｚ）（η
２
ｙ Ｉｙｙ（Ｉｙｙ－Ｉｘｘ）＋ＩｚｚΩ

２
０ｚ（Ｉｚｚ－Ｉｘｘ））

（Ｉｙｙ－Ｉｚｚ）（Ｉｚｚ－Ｉｘｘ）

Ｉｙｙ Ｉ
２
ｚｚ Ｉｘｘ槡

Ｉｚｚ
η２ｙ Ｉｙｙ（Ｉｙｙ－Ｉｘｘ）
Ｉｚｚ－Ｉｘｘ

＋ＩｚｚΩ
２
０ｚ( )槡
（６）

图 ５ 给出由理论值的一阶近似和式（４）的数值
积分给出的翻转频率 ｆ． 可以发现一阶近似和近似
前的结果基本重合，因此式（６）是较精确的近似解 ．
此外 ＣＯＭＳＯＬ 仿真模拟结果和理论结果也基本一

致 ． 观察式（６）的形式可以发现，ｆ∝
ｘ
ｌｏｇ ｘ

，其中 ｘ ＝

ａ＋ｂ Ω２０槡 ｚ，当 ｘ 较大时，对数部分增长比较慢，函数
趋于线性 ． 自变量Ω０ｚ变化范围较大时，翻转频率和
它的线性关系逐渐减弱 ．

图 ５　 翻转频率随初始角速度 ｚ 分量变化
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３．３　 不同初始扰动 η 时的翻转周期
初始扰动对翻转周期有很大影响 ． 同时改变

η ｘ，η ｙ，记作 η，进行 ＣＯＭＳＯＬ 模拟并计算周期长度，
结果如图 ６ 所示 ． 可以看出，虽然在扰动较小时，模
拟精度不足导致偏差较大，但在 η＞０．２ ｒａｄ ／ ｓ 时，仿
真模拟和理论解符合得很好 ．
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图 ６　 翻转周期随初始扰动变化

从图 ６ 还可以看出，随着 η 增大，翻转周期减
小 ． 当 η 从 ０．０１ 增加到 ０．２０ ｒａｄ ／ ｓ 时，翻转周期理
论值从约 ３． ４５ ｓ 迅速下降到约 ２． ２１ ｓ，而 η 从
０．２０ ｒａｄ ／ ｓ 增加到 １．００ ｒａｄ ／ ｓ 时，翻转周期从 ２．２１ ｓ
缓慢下降到 １．５５ ｓ． 从相空间的观点看，翻转周期和

η 负相关的原因在于，图 １ 的模式中，随着 η 增加，
椭球放大比例小于球的放大比例，相点轨迹向远离

临界点方向变化，而在 η 较小时相点轨迹在临界点
附近，周期对初始扰动较为敏感，因而翻转周期下降

较快 ．
３．４　 两种翻转模式

如图 ７ 所示，不同的初始条件下，ＴＲＥ 会出现 ２

种模式：ω ｙ恒正（ｘ 翻转）和ω ｘ恒正（ｙ 翻转）． 从相空
间的观点可以进行解释：根据初始条件不同，图 １ 中
存在被限制在 ｙ＞０ 和 ｘ＞０ 的卦限内的相轨迹 ． 为了
具体研究初始条件怎样影响翻转模式，我们注意到

相空间中的临界点对应着式（５）的等号成立，对应
的初始条件为η ｘ ＝ ５．８７０ η ｙ ． 当η ｘ ＞５．８７０ η ｙ时，相空
间中椭球的第二长轴长于球半径，导致相点轨迹不

能穿过 ｙ ＝ ０ 的平面，ω ｙ不变号，这便是图 ７ 给出的 ｘ

翻转模式 ． 相对应地，若 η ｘ ＜ ５．８７０ η ｙ，则是 ｙ 翻转
模式 ．
３．５　 更稳定的测量：翻转耗时

如 ３．３ 和 ３．４ 所述，在仿真模拟或实际实验中，
翻转周期对扰动敏感，定量实验容易遇到困难 ． 这
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图 ７　 两种 ＴＲＥ 翻转模式

是由于扳手顶端在 ｚ 坐标最大（ｚｍａｘ）和 ｚ 坐标最小
（ｚｍｉｎ）时，相点处在相空间中的临界点附近 ． 为了找
到更稳定的测量值，我们不希望计算扳手顶端 ｚ 坐
标在临界点附近运动的耗时 ． 因此我们定义扳手角
速度 ｚ 分量在

ω ＋槡２ ＝
ω ｚｍａｘ ＋ω ｚｍｉｎ
２

＋
ω ｚｍａｘ －ω ｚｍｉｎ

槡２ ２

ω －槡２ ＝
ω ｚｍａｘ ＋ω ｚｍｉｎ
２

－
ω ｚｍａｘ －ω ｚｍｉｎ

槡２ ２
之间的时间间隔为“翻转耗时”Ｔ１ ／槡２ ．

为了计算“翻转耗时”，只需将式（４）的积分上

限改为Ｉｚｚω０ ／槡２ ． 展开此时的椭圆积分并保留到
η
Ω０ｚ

的 ０ 阶项得Ｔ１ ／槡２ ＝
ａ
Ω０ｚ
，其中 ａ 只和转动惯量有关 ． 于

是“翻转耗时”的倒数

ｆ１ ／槡２ ＝
１
Ｔ１ ／槡２

≈

（Ｉｘｘ－Ｉｚｚ）（Ｉｚｚ－Ｉｙｙ）
Ｉｘｘ Ｉｙｙ槡

Ω０ｚ

２ｌｏｇ（１＋槡２）
∝Ω０ｚ （７）
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且在 ０ 阶近似下不依赖于初始扰动，是更稳定的测
量值 ． 对 ＣＯＭＳＯＬ 模拟结果进行线性拟合，结果如
图 ８ 所示 ．
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图 ８　 “翻转耗时”倒数随初始角速度变化

可以看出，模拟结果的线性很好，且和理论值接

近 ． 模拟结果的线性拟合斜率 ０．０８７ ７±０．０００ ２，与理
论值 ０．０８７ ６ 相差 ０．１４％，Ｒ２ ＝ ０．９９８，显著减小了模
拟误差 ．
３．６　 用手机测量翻转耗时

我们通过 ＰｈｙＰｈｏｘ 应用程序记录手机的角速
度，进行网球拍效应的实验 ． 将手机近似看成长方
体，分别将第一、二、三长的边的方向记为 ｘ，ｚ，ｙ 轴
的方向 ． 其中 ｙ 方向为第二惯量主轴的方向 ． 计算
得手 机 的 转 动 惯 量 为 Ｉｘｘ ＝ １． ５２９ ｋｇｍ

２
，Ｉｙｙ ＝

０．３１１ ｋｇｍ２，Ｉｚｚ ＝ １．２２５ ｋｇｍ
２ ．

实验竖直向上抛掷手机，并使手机初始绕 ｚ 方
向转动，手机在空中的运动可以近似看作自由转动，

于是可以观察到 ＴＲＥ 效应 ． 在实验中根据初始角速
度比值 ω ｘω ｙ的不同，我们观察到了两种不同的翻转

模式，分别对应于ω ｘ，ω ｙ变号或不变号，和 ３．４ 节中
的讨论相符 ． 图 ９ 中给出了手机沿 ３ 个方向角速度
的一次实验结果，图中可以直观看到 ＴＲＥ 效应，且

ω ｘ变号、ω ｙ不变号，即 ｘ 翻转模式 ．
由于初始扰动较小，直接测量周期误差较大，所

以利用 ３． ５ 节中提出的方法，将翻转耗时 Ｔ１ ／槡２ 对

１ ／ Ω０ｚ拟合 ． 进行了 ２６ 次实验，结果如图 １０ 所示 ． 拟

合斜率为 ２．３２±０．０４（Ｒ２ ＝ ０．９９６ ４），和将手机的转动
惯量带入式（７）计算出的理论斜率 ２． ３０７ 相差 ０．
４３％． 我们推测，误差主要源于空气阻力等耗散的积
累，以及初始 Ω０ｘ，Ω０ｙ不够小，导致刚体运动偏离
ＴＲＥ 条件，使得式（７）的近似引入的误差 ．
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图 １０　 翻转耗时与初始角速度关系的理论和实验对比

４　 总结

为了研究 ＴＲＥ，我们在约化相空间中给出直观
解释，并利用 ＣＯＭＳＯＬ 进行模拟，验证了 ＴＲＥ 发生
需要初始状态下刚体绕第二惯量主轴转动 ． Ｅｕｌｅｒ 运
动学方程的解给出 ＴＲＥ 的理论翻转周期是第一类
椭圆积分的形式 ． 通过它的展开近似，我们验证了
ＴＲＥ 翻转频率和初始角速度的关系 ． 同时，根据理
论结果我们预测 ＴＲＥ 有 ２ 种模式并通过 ＣＯＭＳＯＬ
模拟进行了验证 ． 我们还发现翻转过程耗时的倒数
和初始角速度有很好的线性关系，ＣＯＭＳＯＬ 模拟给
出的斜率和理论斜率误差约为 ０．１４％． 并且我们利
用手机进行实验，直观地观测到了 ＴＲＥ 效应，验证
了翻转耗时的倒数与初始角速度线性相关，与理论

预期一致 ． 这一对扰动不敏感的测量方法和我们对
ＴＲＥ 中各个参数的研究补充了有关 ＴＲＥ 定量测量
的物理教学实验设计，配合在约化相空间中对 ＴＲＥ
的几何解释，有助于学生形成清晰的物理图像 ．
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